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漸化式 
ここで扱う数は，すべて実数とする。 

 

１ 等差数列・等比数列・階差数列と漸化式 

次の条件によって定義される数列{an}の一般項を求めよ。 

(1) a1＝2，an＋1＝an－2     (2) a1＝－3，an＋1＝3an     (3) a1＝1，an＋1＝an－3n2－n 

 

 

a1＝a とする。 

・an＋1＝an＋d (d は定数) 型の漸化式 

これは，初項 a，公差 d の等差数列{an}を表している。よって an＝a＋(n－1)d 

・an＋1＝ran (r は定数) 型の漸化式 

これは，初項 a，公比 r の等比数列{an}を表している。よって an＝arn－1 

・an＋1＝an＋f (n) ( f (n)は n の式) 型の漸化式 

これは，数列{𝑓(𝑛)}が数列{𝑎𝑛}の階差数列となっているので，𝑎1 = 𝑎，𝑛 ≧ 2 のとき 𝑎𝑛 = 𝑎 + ∑ 𝑓(𝑘)

𝑛−1

𝑘=1

 

 

解答 

(1) 初項が 2，公差が－2 の等差数列であるから  an＝2＋(n－1)∙(－2)＝－2n＋4 

(2) 初項が－3，公比が 3 の等比数列であるから  an＝－3∙3n－1＝－3n 

(3) 数列{an}の階差数列を{bn}とすると  bn＝－3n2－n 

   よって，𝑛 ≧ 2 のとき 𝑎𝑛 = 𝑎1 + ∑(−3𝑘2 − 𝑘)

𝑛−1

𝑘=1

= 1 + (−3) ∙
1

6
𝑛(𝑛 − 1)(2𝑛 − 1) − 

1

2
𝑛(𝑛 − 1) 

              = 1 −
1

2
𝑛(𝑛 − 1){(2𝑛 − 1) + 1} = 1 − 𝑛2(𝑛 − 1) = −𝑛3 + 𝑛2 + 1 

また，n＝1 のとき a1＝－13＋12＋1＝1  よって，an＝－n3＋n2＋1 は n＝1 のときも成り立つ。 

以上から an＝－n3＋n2＋1 

 

２ an＋1＝pan＋q 型の漸化式 

a1＝1，an＋1＝3an－1 (n＝1，2，3，……) で定義される数列{an}の一般項を求めよ。 

 

 

〈注意〉特性方程式を用いる解法は「［例題］数列」で扱っている。ここでは，別の解法を紹介する。 

a1＝a とする。与えられた漸化式 an＋1＝pan＋q と，n を 1 つ増やした an＋2＝pan＋1＋q の 2 式を作って 

辺々を引くと an＋2－an＋1＝p(an＋1－an)  ここで，an＋1－an＝bnとおけば，bn＋1＝an＋2－an＋1より 

bn＋1＝pbn  また，b1＝a2－a1＝(pa1＋q)－a1＝q－(1－p)a より，等比数列{bn}の一般項が求まる。 

an＋1－an＝bnから，数列{an}の階差数列が{bn}であるので，一般項 anが求まる。 

要 点

Point 

要 点

Point 
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解答 

与えられた漸化式 an＋1＝3an－1 と，n を 1 つ増やした an＋2＝3an＋1－1 の辺々を引くと 

an＋2－an＋1＝3(an＋1－an)   ここで，an＋1－an＝bnとおけば，bn＋1＝an＋2－an＋1より 

bn＋1＝3bn  また，b1＝a2－a1＝(3∙a1－1)－a1＝(3∙1－1)－1＝1 より  bn＝3n－1 

an＋1－an＝bnから，数列{an}の階差数列が{bn}であるので，n≧2 のとき 

   𝑎𝑛 = 𝑎1 + ∑ 3𝑘−1

𝑛−1

𝑘=1

= 1 +
3𝑛−1 − 1

3 − 1
=

1

2
∙ 3𝑛−1 +

1

2
 

また，𝑛 = 1 のとき 𝑎1 =
1

2
∙ 31−1 +

1

2
= 1  よって，𝑎𝑛 =

1

2
∙ 3𝑛−1 +

1

2
 

は𝑛 = 1 のときも成り立つ。 

以上から 𝒂𝒏 =
𝟏

𝟐
∙ 𝟑𝒏−𝟏 +

𝟏

𝟐 

   別解    特性方程式𝛼＝3𝛼－1 から 𝛼＝
1

2
  よって，𝑎𝑛+1 = 3𝑎𝑛－1 は𝑎𝑛+1 −

1

2
= 3 (𝑎𝑛 −

1

2
)
 

     と変形できる。𝑎𝑛 −
1

2
= 𝑏𝑛とおくと，𝑎𝑛+1 −

1

2
= 𝑏𝑛+1であるから 𝑏𝑛+1 = 3𝑏𝑛

 

      ここで，𝑏1 = 𝑎1 −
1

2
= 1 −

1

2
=

1

2
より  𝑏𝑛 =

1

2
∙ 3𝑛−1  したがって 𝑎𝑛 =

1

2
∙ 3𝑛−1 +

1

2
 

 

３ an＋1＝pan＋qn＋r 型の漸化式 

a1＝0，an＋1＝2an＋3n－4 (n＝1，2，3，……) で定義される数列{an}の一般項を求めよ。 

 

 

an＋1＝pan＋qn＋r (n＝1，2，3，……) 型の漸化式では，「1 つ増やして辺々を引く」方法で例題２の形に 

変形でき，一般項を求めることができる。 

 

解答 

与えられた漸化式 an＋1＝2an＋3n－4 と，n を 1 つ増やした an＋2＝2an＋1＋3(n＋1)－4 の辺々を引くと 

an＋2－an＋1＝2(an＋1－an)＋3 

ここで，an＋1－an＝bnとおけば，bn＋1＝an＋2－an＋1より bn＋1＝2bn＋3 

特性方程式 α＝2α＋3 から α＝－3  よって，bn＋1＝2bn＋3 は bn＋1＋3＝2(bn＋3)と変形できる。 

bn＋3＝cnとおくと，bn＋1＋3＝cn＋1であるから  cn＋1＝2cn 

ここで，c1＝b1＋3＝(a2－a1)＋3＝{(2a1＋3∙1－4)－a1}＋3＝{(2∙0＋3∙1－4)－0}＋3＝2 より 

cn＝2n  これから bn＝2n－3 

an＋1－an＝bnから，数列{an}の階差数列が{bn}であるので，n≧2 のとき 

   𝑎𝑛 = 𝑎1 + ∑(2𝑘 − 3)

𝑛−1

𝑘=1

= 0 +
2(2𝑛−1 − 1)

2 − 1
− 3(𝑛 − 1) = 2𝑛 − 3𝑛 + 1 

また，n＝1 のとき a1＝21－3∙1＋1＝0  よって，an＝2n－3n＋1 は n＝1 のときも成り立つ。 

以上から an＝2n－3n＋1 

要 点

Point 
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４ an＋1＝pan＋qrn型の漸化式 

a1＝3，an＋1＝2an＋2∙3n (n＝1，2，3，……) で定義される数列{an}の一般項を求めよ。 

 

 

an＋1＝pan＋qrn (n＝1，2，3，……) 型の漸化式では，2 通りの一般項の求め方がある。 

・両辺を𝑟𝑛+1で割る  ⇒   
𝑎𝑛+1

𝑟𝑛+1
=

𝑝

𝑟
∙

𝑎𝑛

𝑟𝑛
+

𝑞

𝑟
  

⋯  𝑏𝑛 =
𝑎𝑛

𝑟𝑛
とおけば例題２の形になる。 

・両辺を𝑝𝑛+1で割る  ⇒   
𝑎𝑛+1

𝑝𝑛+1
=

𝑎𝑛

𝑝𝑛
+

𝑞

𝑝
∙ (

𝑟

𝑝
)

𝑛

  

⋯  𝑏𝑛 =
𝑎𝑛

𝑝𝑛
とおけば階差数列の形になる。 

 

解答その１ 

与えられた漸化式𝑎𝑛+1 = 2𝑎𝑛 + 2 ∙ 3𝑛の両辺を3𝑛+1で割ると 
𝑎𝑛+1

3𝑛+1
=

2

3
∙

𝑎𝑛

3𝑛
+

2

3
 

ここで，
𝑎𝑛

3𝑛
= 𝑏𝑛とおけば，𝑏𝑛+1 =

𝑎𝑛+1

3𝑛+1
より 𝑏𝑛+1 =

2

3
𝑏𝑛 +

2

3
 

特性方程式𝛼 =
2

3
𝛼 +

2

3
から 𝛼 = 2  よって，𝑏𝑛+1 =

2

3
𝑏𝑛 +

2

3
は𝑏𝑛+1 − 2 =

2

3
 (𝑏𝑛 − 2)と変形できる。 

𝑏𝑛 − 2 = 𝑐𝑛とおくと，𝑏𝑛+1 − 2 = 𝑐𝑛+1であるから  𝑐𝑛+1 =
2

3
𝑐𝑛 

ここで，𝑐1 = 𝑏1 − 2 =
𝑎1

31
− 2 =

3

3
− 2 = −1 より  𝑐𝑛 = − (

2

3
)

𝑛−1

  これから 𝑏𝑛 = − (
2

3
)

𝑛−1

+ 2 

𝑎𝑛

3𝑛
= 𝑏𝑛から 𝑎𝑛 = 3𝑛 {− (

2

3
)

𝑛−1

+ 2}   したがって 𝒂𝒏 = 𝟐 ∙ 𝟑𝒏 − 𝟑 ∙ 𝟐𝒏−𝟏 

解答その２ 

与えられた漸化式𝑎𝑛+1 = 2𝑎𝑛 + 2 ∙ 3𝑛の両辺を2𝑛+1で割ると 
𝑎𝑛+1

2𝑛+1
=

𝑎𝑛

2𝑛
+ (

3

2
)

𝑛

 

ここで，
𝑎𝑛

2𝑛
= 𝑏𝑛とおけば，𝑏𝑛+1 =

𝑎𝑛+1

2𝑛+1
より 𝑏𝑛+1 = 𝑏𝑛 + (

3

2
)

𝑛

 

𝑏1 =
𝑎1

21
=

3

2
であるから，𝑛 ≧ 2 のとき 𝑏𝑛 = 𝑏1 + ∑ (

3

2
)

𝑘𝑛−1

𝑘=1

=
3

2
+

3
2 {(

3
2)

𝑛−1

− 1}

3
2 − 1

= 3 ∙ (
3

2
)

𝑛−1

−
3

2
 

また，𝑛 = 1 のとき 𝑏1 = 3 ∙ (
3

2
)

1−1

−
3

2
=

3

2
 

よって，𝑏𝑛 = 3 ∙ (
3

2
)

𝑛−1

−
3

2
は𝑛 = 1 のときも成り立つ。 

𝑎𝑛

2𝑛
= 𝑏𝑛から 𝑎𝑛 = 2𝑛 {3 ∙ (

3

2
)

𝑛−1

−
3

2
}   したがって 𝒂𝒏 = 𝟐 ∙ 𝟑𝒏 − 𝟑 ∙ 𝟐𝒏−𝟏 

要 点

Point 
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５ 隣接 3項間漸化式 

次の条件によって定義される数列{an}の一般項を求めよ。 

(1) a1＝2，a2＝3，an＋2－7an＋1＋12an＝0 

(2) a1＝1，a2＝2，an＋2－6an＋1＋9an＝0 

 

 

an＋2＋pan＋1＋qan＝0 (n＝1，2，3，……) 型の漸化式では，以下のように一般項を求める。 

an＋2を x2，an＋1を x，anを 1 と置き換えた方程式 x2＋px＋q＝0（特性方程式その２）を作る。 

この 2 次方程式の解を α，β とすると，解と係数の関係により，α＋β＝－p，αβ＝q であるから， 

x2＋px＋q＝0 は x2－(α＋β)x＋αβ＝0 と変形できる。 

x2－(α＋β)x＋αβ＝x2－αx－βx＋αβ＝0 より x2－αx＝βx－αβ 

元に戻すと an＋2－αan＋1＝β(an＋1－αan) となり，an＋1－αan＝bn とおくと隣接 2 項間漸化式に変形できる。 

 

解答 

(1) 特性方程式 x2－7x＋12＝0 から (x－3)(x－4)＝0 より x＝3，4 

α＝3，β＝4 のとき，an＋2－7an＋1＋12an＝0 は an＋2－3an＋1＝4(an＋1－3an)と変形できる。 

an＋1－3an＝bnとおくと bn＋1＝4bn となり b1＝a2－3a1＝3－3∙2＝－3 から bn＝－3∙4n－1 

よって an＋1－3an＝－3∙4n－1 ……① 

また，α＝4，β＝3 とすると，an＋2－7an＋1＋12an＝0 は 

an＋2－4an＋1＝3(an＋1－4an)と変形できる。 

an＋1－4an＝cnとおくと cn＋1＝3cn となり 

c1＝a2－4a1＝3－4∙2＝－5 から cn＝－5∙3n－1 

よって an＋1－4an＝－5∙3n－1 ……② 

①－②から an＝5∙3n－1－3∙4n－1 

(2) 特性方程式 x2－6x＋9＝0 から (x－3)2＝0 より x＝3 

α＝β＝3 と考えて，an＋2－6an＋1＋9an＝0 は an＋2－3an＋1＝3(an＋1－3an)と変形できる。 

an＋1－3an＝bnとおくと bn＋1＝3bn となり b1＝a2－3a1＝2－3∙1＝－1 から bn＝－3n－1 

よって an＋1－3an＝－3n－1 

  両辺を3𝑛+1で割ると 
𝑎𝑛+1

3𝑛+1
－

𝑎𝑛

3𝑛
= −

1

9
 

   𝑐𝑛 =
𝑎𝑛

3𝑛
とおくと 𝑐𝑛+1 = 𝑐𝑛 −

1

9
であるから，数列{𝑐𝑛}は， 

   初項が𝑐1 =
𝑎1

31
=

1

3
，公差が−

1

9
 の等差数列である。よって 𝑐𝑛 =

1

3
+ (𝑛 − 1) ∙ (−

1

9
) = −

1

9
𝑛 +

4

9
 

   
𝑎𝑛

3𝑛
= −

1

9
𝑛 +

4

9
から 𝑎𝑛 = 3𝑛 (−

1

9
𝑛 +

4

9
)   したがって 𝒂𝒏 = (𝟒 − 𝒏) ∙ 𝟑𝒏−𝟐 

要 点

Point 

①を例題４の形の漸化式とみて一般項 

を求めることもできるが， 

α≠β のとき，α と β を入れかえて 

an＋1，anの関係を 2 通りに表し，an＋1を

消去する方が計算は楽である。 

α＝β のときは(1)の解法が使えないた

め，例題４の形の漸化式とみて一般項

を求める。 


